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Le paradoxe du menteur

Quelques exemples de paradoxes :

(\) Laphrase (\) n’est pas vraie.
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Le paradoxe du menteur

Quelques exemples de paradoxes :

(\) Laphrase (\) n’est pas vraie.

Sharon to Sylvester :
| am not a woman you can trust

THE
SPECIALIST
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,

alors \ n’est pas vraie, contradiction
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,
alors \ n’est pas vraie, contradiction

» Donc ) est fausse,
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,
alors \ n’est pas vraie, contradiction
» Donc ) est fausse,

mais alors A\ n’est pas vraie, comme le dit A,
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Dérivation du paradoxe (I)
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alors \ n’est pas vraie, contradiction
» Donc ) est fausse,

mais alors A\ n’est pas vraie, comme le dit A, donc )\ est vraie.
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,
alors \ n’est pas vraie, contradiction
» Donc ) est fausse,

mais alors A\ n’est pas vraie, comme le dit A, donc )\ est vraie.
Contradiction.
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Dérivation du paradoxe (I)

(A) : =Tr(A)

» Si )\ est vraie,
alors \ n’est pas vraie, contradiction

» Donc ) est fausse,
mais alors A\ n’est pas vraie, comme le dit A, donc )\ est vraie.
Contradiction.

Dans les deux cas, on a une contradiction.
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Dérivation du paradoxe (ll)

T-équivalences : Tr(a) < ¢

quand ‘a’ est un nom pour I'’énoncé ¢
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Dérivation du paradoxe (ll)

T-équivalences : Tr(a) < ¢

quand ‘a’ est un nom pour I'’énoncé ¢
En remplagant a par A et ¢ par —=Tr(\), on obtient :

Paradoxe du menteur : Tr(\) < = Tr())
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Dérivation du paradoxe (ll)

T-équivalences : Tr(a) < ¢

quand ‘a’ est un nom pour I'’énoncé ¢
En remplagant a par A et ¢ par —=Tr(\), on obtient :
Paradoxe du menteur : Tr(\) < = Tr())

Dans une logique bivalente,
c’est une contradiction pure et simple,
qui découle uniquement de I'acceptation des T-équivalences.
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Le paradoxe du menteur

Logique trivalente (I)

Idée : le menteur n’est ni vrai ni faux
Pour capturer cette idée, il faut introduire une troisieme valeur

de vérité / telle qu’on peut avoir ||¢|| = ||-¢|| =/
¢ |~
T|F
[] 1
FIT
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Le paradoxe du menteur

Logique trivalente (ll)

On peut étendre I'idée aux autres connecteurs logiques :
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Logique trivalente (ll)

On peut étendre I'idée aux autres connecteurs logiques :
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Le probleme
Comment définir I'extension du prédicat de vérité ?
On cherche a définir

> E={¢ /[[Tr(¢) = T}
> A={¢ / |[Tr(¢) = F}
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Le probleme
Comment définir I'extension du prédicat de vérité ?
On cherche a définir

> E={¢ /[[Tr(¢) = T}
> A={¢ / |[Tr(¢) = F}

Contraintes :
» On veut ||¢|| = || Tr('¢’)|| pour tout ¢ (condition T)
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Le probleme
Comment définir 'extension du prédicat de vérité ?
On cherche a définir

> E={¢ /[[Tr(¢) = T}
> A={¢ / |[Tr(¢) = F}

Contraintes :

» Onveut ||¢|| = || Tr(‘¢’)|| pour tout ¢ (condition T)
» On sait dire ce qu'’il en est au moins pour certains

€énonces :
soit ¢ ="La neige est blanche”
> [T =T

> |[Tr(CTr("))I =T
» et ainsi de suite
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La construction de Kripke

On se donne un langage £ interprété auquel on ajoute un
prédicat de vérité, on obtient £*. Spécifier E et A suffit a
spécifier la vérité ou la fausseté de tous les énoncés de L*.
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La construction de Kripke

On se donne un langage £ interprété auquel on ajoute un
prédicat de vérité, on obtient £L*. Spécifier E et A suffit a
spécifier la vérité ou la fausseté de tous les énoncés de L*.

Pour +) un énoncé de L*, on note (A, E) E* 1) si ¢ est vrai,
(A, E) E~ 1 si vy est faux.
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La construction de Kripke

On se donne un langage £ interprété auquel on ajoute un
prédicat de vérité, on obtient £L*. Spécifier E et A suffit a
spécifier la vérité ou la fausseté de tous les énoncés de L*.

Pour +) un énoncé de L*, on note (A, E) E* 1) si ¢ est vrai,
(A, E) E~ 1 si vy est faux.

On définit 'opérateur J qui a comme argument une paire (A, E)
et comme valeur une paire de la méme forme (A, E).

JUAE)) = ({o /(A E)F" ¢}, {6/ (A E)F~ ¢})
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La construction de Kripke

On se donne un langage £ interprété auquel on ajoute un
prédicat de vérité, on obtient £L*. Spécifier E et A suffit a
spécifier la vérité ou la fausseté de tous les énoncés de L*.

Pour +) un énoncé de L*, on note (A, E) E* 1) si ¢ est vrai,
(A, E) E~ 1 si vy est faux.

On définit 'opérateur J qui a comme argument une paire (A, E)
et comme valeur une paire de la méme forme (A, E).

JUAE)) = ({o /(A E)F" ¢}, {6/ (A E)F~ ¢})

Si on part de (0, #), J nous donne la construction étape par
étape de I'extension et de I'anti-extension du prédicat de vérité.
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Le paradoxe du menteur

Definition
On appelle point fixe de J les paires (X, Y) telles que
J((X, Y)) = (X, Y)

(X,Y) est un point fixe de J ssi la condition (T) est satisfaite

Theorem

Si les opérateurs logiques trivalents ont de bonnes propriétés,
alors J a un point fixe,

et en particulier J a un plus petit point fixe.
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